5.1 Sureklilik - 5.2 Homeomorfizm

5 SUREKLILIK VE HOMEOMORFIZM

6.1 Sureklilik

Tamms (X, Zx) ve (1 Zy) “‘tﬂF’Cﬂf{]llL uz;&lar ve F! X-B‘I bir Fonkstyon Hasir)
ve %o eX olsun. £exo)n herhalg':b‘ir W komdugu i¢1n, ¥ x eV iken fo)eW
Sortm wghﬁan, AT B‘ir \' l:omvfuvu Vorse) ‘F‘anhlymvna %pdo sureklr’ denis

Bu tonwm, £exolm l\e:hns bir W 'kmculv"su iain Bovicw olocik sekik
de xomn bir Vv I:omulugu vorso, f fonksiyonune, %o da streklidic tonmme denthis
Vega, Fexa)in herhongibir W koMrulvgu Tgin, F-’[W), %4 bir l:omuf@u
ise Fye x\da streklidi) tonma e;deycad:r
{Tanm'x uwudeh her wbbda sovekli -Fonhisana X u:ermde sorekli Jdltl‘

Teorem) (X;'Cx\ ve (V:zv) ‘H:Fo!o\pl'. uwglar ve'fxx-a‘f bir 'ponh'lyon olcm Bv
durumdo asagla‘oh ler dentdir:

) £, X vzernde soreklidir.

2) Y ey idin £(U) €Zx

3) VFcY kapah kumest Tgin £'(F), X'de kapolids

)*!Aez" ¢in 'F(z) c fm) Jué -
kar;;}":‘m@&-) Uezy olsun. %6 £ (w) a\alm 'Phto) eu ve Waaik oldu-
Suﬁdan U, forolin bir koWJugudw‘ £ sveetl oUtgudan ‘F (W), X\ bir kau-
subgudvr. Yonl, £u) ez din
&)=06) F, e kopalt bir kime obun. Fiezy ve £F=fm]) ez
oldugundon £7tF), X\e tapalde.
@=t) Ae2* abkun. F, Y'de Hm‘w fgeren herhangi kapa,l bir kome olsm.
Yeni £00)C F ve P kopall. Bu dmmdd, Act e din £YF) kapah oldu'g‘m-
don K FF) = £ (F) dir Buno qore £(A) CEH R CF olocakh:
f(r) cpgrpr: oA -

&)=o0) Ko €X ve W, £or0) 1n bir Eomuluﬁu oliur. W=Y-W kapalide, £ ‘(\U")‘n'in
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kapalt olduguw gosterelim. £ (m) C £ (Fwa) C:Jz=w¢; yani

£ (5we) cWEdir. Buna g3re, FTtwe) € £ cwe) dir Buse Fiwe)=£(we)

ouug,w quslerin. Yoni £7(we) Eapalie £Ewe)= £1¥-W)= X ~F W) oldugundn

ftw\ agik kime ve ‘xoe-F_'CN) oUuﬁ‘uﬂo’aﬂ, § (w), xin  bir hwulv'ivdvf

Nani, £, %o do sireklidir, -

Uyaris (X, Tx) -I-o,oolojﬂ: u‘wgma'dn , (izy) ‘I-updgjik vaying giden bir £

‘F"“\‘S"‘jm"“"ﬂ s‘ereklilrgwb' bohsederekselk:, ‘eoremdeti (2) ifodesini kullamea:

Yeki her U agik kumes) fein £} X'de agik se -F’ye s oretli denin:

Orneklers 1) (X1 Tx) diskirit topolejik viay lse X'den keyhi (11Zy) o

polsyil voying giden keyf -P—Fonh'yonv soretlidin

2) (% Zx) ositer MPo!ojil: oy olmak drere Xden ‘/Iye < iden Jzevine

bir %n\u\ymm strekli olmas igin 3eﬁ&l: ve 3&461‘.1’01‘* Yiinde afibor

%-opoloj'ige Sal\ip olmagidir.

3) (X1Zx) asitor Hf:oloj”: viey ve Zy asibor (Ty=Ee ¥7) degilse X'den

Y\tje ofden strekli -Fol\h'fyonlor yalan sobit -Funhf'rymladm

4) X=§u233 ) Tx=F &, X, 23,8337 ve Y=§abc) olsun. fe=fai=a, fmep

olorak Yanmlansin. £in surebli olrost igin Y'deki en kuwetli 4o pold)i

Zy=1 &Y S}, 53] dir.

5) 23.05: 2012 (Final Swavr) Serv| 1) s puan) X=fa,biesd3, Y=£1%33, Zy=

§ 6.Y,63, 81333 ve £2 XY, fa)=Fl=l, fd=3, Fd=2 ise £ain Sivell

olmast Tain x'de en zagf dopoljiqi buluna.

Gouwn: £'nin strekli olmasi Toin £lo)=¢s, 4!"cw=x, Fllsa)=fab] ve

Flsust)= fabie] bumelerinin xUe agk elmalon 1&@5(‘. Buno gare,
Zx=§# X, Tad, Sabiely

Fain suretli olmasin sojlayocwk Xde en 2yif topola)idir

6) 28.03.200% (Ve Sinavi) Sepv |, ) (1O Pum\) (X,Zx) ve (%Zy) ‘Fopdei ik

uzaa\ar' ve £: XY Gir -Fat\h'tﬂm olsun. xa & X diiginia bir x€X nobls-

sno yakmsomsest fen) €Y dhaisinin fooeY noblagina yokusanasm gerebiir o

£ svrakli midic? (Yomi a0 = fex)>fo ise £ svretl midir?)
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Gouwm: £: (18,2) 3 RZ) , fm=x birim fonbsiyenv alsun. Bumda z,Snef
Acir-n soyakibir? USE3 din URzVde yalanw sabit didler yakmuk
O\Auguﬁdﬂ (4%, sayfa, 8raek) xp=x 9% ve Fixg)= F)=x 3Ff=x dir Yani
(R, 2)) dekl her yakmsak it xasx Nin (1R ZNo fexn)atex)'e yakues
fokat Lo €T, £Fn)= o) éz, olJugundaa £ stretli Fenbsigon dagsﬂ.r

Teorem; F: XY bir forksijyen ve %, eX olsva. Bu dunu-.cb, a,ragca‘dkﬂer erdegerdit:
d) £, %\do suretlidn
b) %\a yakinsoyan X vrerinde herhargi 18 fillre bour t¢in £(8)= {£(8)]8618)
-3 $0%) dir.
c) Yoa 3ahl\bydn x'deki herbanai Sx,&‘ rnel-i igin Fexa) 3FR) dif,

Kanit! @)= (1) IB, %o Yokmyon herhorgibir filire boz olsun. Frxo)in bir bou-
,Suluau W ise -F(w) %\ bir I:ourulmjwbr Buns gore, Syle bir 8€18 vordic ki B
cftw) dors Yoni £(8)cw dur. Bu tse F018)- Fix) oHugmu 3dﬂeﬂn

(b)=be) §4= (g1 peT, p3xT ve 18=FSnlnel3 alsun. ()'den Fize)—> Foro)
(€)=pt0) W, fexelin herbongibir komsuligu oloun. %\ in Byle birV kemsuluGu vardie
ki Veflou dor Buaun, Aogru oluad|3lm kabu edelim. % \a beyh V komsulugv igh
Vi o) #¢ olsun, Her V tgin Xy VN Wlai)© alglim. fxvji",%),\(\de bir settin
804 e Tors koppsame bojind ile fiire boz ile Urelilen net oldigunden %% dn
Rer VeBex) igin £(zy) &V olda'jmfm £ () F0) dir: Bu ise gelic kidi. L

Teorem; X herhamibir kame ve Ty, 5, )de X'de herhangi ki bopola)i olsua.
Z)in 2, den doha kuwetli olmasy igin qgeret ve yeler sort X'den X'e qides
Birm -conl’.styonun (L: (K;'C-)-BOQZJ / '-M**) Sufzg&:!i QI@J@f B
Tewrem: (XiZx) ve Uh 7-‘/) +°P°’°J')‘ o'mglar ve fi1X-2Y bir Ionl'.nyon olsua.
B, Zy igin bir box 1ce £'ain stretli olvast i gerek ve yeler sort her
8&p Jin -F' (8) ‘nin X'de agik olmasdhr: -

Kl:.‘ll;l"'- of Su\‘QHo olSun Hef:_é;:;-iel:;;\;w‘l‘de aqck lcaue ouugvndm F (8) Je X‘Je
aqithw. Tersine, her BGP u'm -FCB), X'de aq:l: olsu. V, yle herhangi aqik kine
e V= UB-I dir. £z N.HIBA) U £t8) die. 58 bor agtk ve keyf sayid

gtk komem birlesimi agik clddj‘udddd F'v) aqikhr, Yani £ suceklidis. |
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F:X5Y e fonksiyan ve ACX obsun £'ain Alya kisrtlonnas: £l, ile
gasterihr ve £, @zfe), ze4 ile tommdans: (£],! A-Y). £lye tsef, ol
styonupua bir qenislemefi denir.

Teorem: (X, Zx) ve (V,Zy) +OPa'koL uzag\ar ve H X' bir ahrayt olsun;
£1X2Y svpekl ise £, \da svreklidin.

Kenit: YUEZy alolm. 7] ()= An\_'_g) eZp dr. Yani Fly svreklidr. =

Teorem; (X:Zx) ve\Y,Zy) +opole)ik um:ﬂar ve X=AUB olsuwn. (A ve B alinay]
loc) Fly , Flg sureth 'thlyon!or ve. A8 ikisi birder kapal) veya ikist birden
aglk ise £ svrethdin

Kanits 1, ve flg strekli ve ABezy olsun. (ikisi birder kupalt ise baner yollq
SGPI\II‘.] UezZy alalm, § lh(a)eZ, ve £ Il €Tyg din x=AuUB oldn.@unclaﬂ
£lw= -F.L(U.\ UF"J,M) dur AveB, X\Je aaik bime oluklorindon ‘PL;(U/ ve
F‘];lu) , X)de agik kimelerdir. Do'aﬂms)a £y ezx din, ]
Orneblers 1) X=Y=IR ve &yx=Zy degal melkik ile dqrilon tepeleji oleun.

fe) = ‘;: ;:j, A=fx| X203 ve B=§x|x407 ise + svrekli midic)

A8, X'de kapal ve Hy=%, flg=0 siretli oldutlorndon £ sireklidin
2} X=¥=IR ve Tx=Ty deal topele)t olsun.

9(1‘._-_._ 3 I X0

01 veo ! 2 §xlxzo0l ve B=fxlxlo] olun. al, ve 8lg

streklidin. Fakat @ suretl degi Jir-
3) X=Y=1& ve Zx=ly dogal topok) okus.

hta=} 71 X204 (2103 ve B=§xl%co] olsa.

Teorain Sort Soglansdids holde h saretlidy.
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5.2 Homeomorfizm

Tamms (X Zx) ve (N1 Zy) +opolajik vieylor ve £:X-Y bire-bir Gzerine b
fonksiyon olsun. E5er + ve £ ' stretll ise £ 'ye X'den Y'ye Lir homeomarfizn
(topdlajik tosvir (fonksiyan), topdejik donusim) denir. X ve Y +opole)ik vaoylary

arosindo bir homeomorfizm vorsa Xve Y'ye homeomarfiktic denir ve XZY ile
gasterilir. £ Gey q: %Y, Yain bir aluzayna homeonerfit ise Y'de XYin gamil-
mest (embedding) desir.

Srnellers 1) (12,2)'da (o) ve (012) homeamarfiltin §:(0,1)(02), £ex)azx
bire-bir) Vaerine, surekl ve Yersi fin= =X sureklidir. Yoni £ bir honeararfwmde
2) (1R Z) 'da herhongi (ab) acnk arulcg; e homeonorfikhir. §: (0,1) ),
fx)=a(1-0)+bx bir homeonarfiamdin (Gssternin.)

3) (Wi2)'do (o) ile (i) homeomorfithis: £1(o3luxd)) Fin)=L bir homeonar
‘-‘lwdlr (Gusterinn)

(R ve. (1) honesrurfibiir. 'Fﬁ‘)’-'-"%ﬁf bir hoveanorfiadir, [ﬂt):—ﬁ-ﬁ).%m.)

5) (1,Z) Ne 1R'de dengl=ind 61, h-yid tle ddrdan opole)t homeararbibtic: 1RER i
6) Ci¢ty2)da  kopale ki clogry homeanerfittis:

(1R2,Z)'dd Genber ve
Uaqen homeomerfitir.

a\ .
g) (1%, zV'da kiney kutby g ikorduis Genber Nl .

e reel Satdllar hoﬁeoﬂoﬂc'Hir
S, 2§ (e i) 2% (-4 )= 4 3- feons, £15,51R , £ on)=

"'3

9) (IR%, 2)'da kuwrey kutby Gikormy kire
le dizlem homeomorfittin

S=f ram R 2eytsa-4 a4, 3- Slaon3 \ >y
'F-gl-a I! f Fr(ng'i,)=( |—},T;)' (l-‘h’ [}
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o) £ Loi1) = 5= § (xw) e | 44221 T, £ex)z (casznx, sinunx) Fonksigo.
AV btrelair, tzerine ve strekli fonksiyendur (Burads, Cou), Uiz) nvd bir altuaa-
yive S, (% 2)aua bir ohwnayidie) Cord) €T,y dir, Fakat ('F.') (cod), s'
de agik kime cleTM.r. Bv yorden £ sSrell; de’i:k}‘r. Yo, £ Gir honeowerfizu C-HTJ‘I‘
1) 26. 03. 200¢ (Virze Sinavi) Serv 4 €) (lopuvan) Bire-bir, Ozerine, sirekl fa-
tut homeonorfiam olmoyan bir fonkciyona smet verinir. (Yani, I-l) B2efine ,si-
retli fakat tensi suretli olmayan bir fonkityon buluana.)
Gurums X=1a;b3, V=513, Tx=2" zy=2€a,¥3, fe)=l, Flb)=2 ile tanindamonm
£1x5Y fonkiyony biretir, J2erine ve streklicir (7). £ain ders fonksiyony fla;
-3X, alica, gey=b foaklyony I (103)=513 &Zy oldugundan surekli d@ﬂa‘?n
12)06.05. 2610 ( Kiso Sinav IT) Sery 21 a)&s puon) Z de diskwrit ‘l-opolajf}: vaya gé-
re A=$2n \ne 23 ve B-§3nlneZ] kimelerinin homeomorfit olduguny gastelinin
GBLBMS Z diskirit +opolo)i oldu?um?an Zp ve Zg albvioy topolgjileri de dikiriHis: Adon
B\ye giden her fonksiyon (vetarsine B\den Ayo) sirekli oldvgundan A\dun Blye I-I
ve Vaefine fontsiyon bumamn. yelerlidir. £lk)=2k fonkiyonv biredir ve Drrinedin
A ve B8 Wwomcomorfiiin
13) 29, 65. 2012 (FlnalSinavi) Serv 2: 6) Us puan) A=Co,d ve Balogl) kireler|
hong) topolgiide homeanorfittir (6aratli aarklkamdor yopenn.)
CbzuM, q.a\:sm sorwu:)  (Derde 3ap|meJ
Teoren: (X,Zx) ve (% Zy) 'l-opoky:l: 0703’0!‘ ve £. X—JY, Lue-bm Uzerine. Lnr-&nk.
siyon olsut. Bv dvrvmda, q,raﬁlhkrlér denktic

1) £, bir homeomorfizmdir.

2) Wawn Y'de agik olmast igin gerel'. ve yefer, sort -F-('u} 'nw\ X'e agik aMtJb

Y Fin Yde kapah oleast igin gerek-ve yeter,sort £ G 'vin X\ de keipolt olmase.
L__,_wﬁﬂ,ziiém bir l:az. e -F(P) fF(BJlBéPT Zy 1¢in bir bodi:
Kan? 1)) U, Yde bir agik kime olsun. £ surabl; oldugundiun €7u), Xde ak
b, (L, Y'de birkime ve 1w, Xde agik okw- £ trerlne. eldvgundsa £ 6 ut)=U dor:
£6'F e § sirekli olalugvndsm W ) 2, ¥'de ogik kimedin. By yVaden, Ut
Y'e agik olmos igin 7w X'de agrk olmasidn
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Q136 F, y'de koFah bir kime olsn. Y-F, Y'de agibly (1)'den £ty-p)= x-£t5)
Xde ogithr. Dolovisyla £(F), X'de kapaldir: Y'de F Eimest, £17) Linesi XYe kops-
i ime sorhim g:qlasm bir Kine olsun. ﬂ '~I~F1=X--F-'CF), XlJe ocik ) do '03'5':{"’ 2 5
Y'de aaithr. Buws'bﬂ, F, Yde Eapa liche
BY=W) (2) £ ve 47 Yin strekl; olclu'ﬂ‘vna qasiterir. Do)aymgb £ bir homeararts
W=) w, y'de l\erhoaﬂ ibir agek kimeolsu. a)\den £u)), x\e acubt i Doloyisy-
b ugqun bir T indebst igin £l = U 8, GieP selkliade 3a-ulab$}ir- wy, &), )i detk.
ltﬁit\da\ F(&d\ lor Y'de aged kimelerdir ve £ (Flw) =u=F (‘(‘J’&] :Hf(&) di. eki
keyfi Waat kimesin, £p)nn eleronbrmin birledimi clonyk 'datal:'rleap'j'm'nden ),
Zy i bir boudm
W)30) W, ¥'de bir agik kyme olsen. Uy uggun T indelsi ile usfl £(6s)
gezbliriz. £lu)=§ (um.u) =t F Cfwn) = =\ 8a erifhiginden £w'hun cart ol-
duiu sarular Yot £ Surd:ltd'l‘“ V) X'de herlugtﬁtr oGtk Eone olrun. \= 1) gy (8y€p)
3a‘2.l\aln\|£‘ {-(u) -FQJ gx) = y +(8y) , Y'de acikiir. -F..(f) eldvgu Tgin V, x\de.
aatk tse (i)t ) Ye actthn Yoni £ sureklidic.Senvg olomsk § bir howeonorfizudir. BB
Teorem; T bubun repoeyk vioylerin simfi olsun. “Homeomerfit olra’! 4le_ ‘Ia.-
nimlonon bc@w\-« , V Urerinde bir dentlik bodudisdin
kenpt: (XiZx) ” (Y<Ty) ve (2,23) «Iqaolg}’a& mjlar alsun.
) L XTx)D (XeCx) bifim -Fol\kfljon bir homeomorfizmdin, Dah‘d&ﬁh X bap-
disne homeomerGHhr: Mant X2X din
) (% Zx) hPolqj‘ik Ve, (Y Zy) hpobjc'k u2ayina homeorarfik o lsun. §:
K'a'f, Xile Yaru_s‘w:‘a bir hd-lea\ﬂ@w ise -f-d: 13X, Yile X amsnda
bir homeorwrfizma M?MA:'; Y ile X homeonorfiblic, Yol X2Y=0 Y2X din
3 XZY ve Y52 olsun. Bo durumdt, £2X3Y ve 91952 homeaniorfizm-
ledt vodir. h=gqef:x>2 bilete -Fcy\h‘"fwu Jda bir homeasrlizayg do.
| cogedon (985laun), Xile 2 homeomo (eI Youi, XS, YEL D X Z2dism
E‘anm Bir tepolejik vioyds, Wir Beellik, by +opdayik vioya homeormotfk ol
biton bopolajik uzo:\arda da gegertiise bo o'ze\ltge. topdo)ft 326lik derir.

Vam, br eellik homearorfizm o iade kervauyorsa bu d7elltge topdgjik Szellctde-
nir. (de§ismiyoron)
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Ornekler: 1) Uzunlvk. BPOlojfL a2ellik c),é;ﬂcfin (IR, Z2)da (@) ve (672) howe.
omofithicler (0)1)'de A=ld)1) kimesinia v2en oy H-4]=1 iten, ¢o;2)'de
M =£04n) =0n) Lomeinig vzubgy 21l 1 Jit
2) Simelilik bip %Polajl'k szellik J@UFI.‘ Sayfo §¢, S. arnekle (1RZ) ile ding
=ISh 124] melriGi Tle Trehien Zd dopolajit vioy) homeanorfithicler, U4Z)
gawlr olmesno m"jum , (iny ) sentel Ae’?ﬂé’il‘-

Stmdi homeomorfizmden daho 10 yif olas lkpalo_’,‘ik tronerfizm” foa.
mny verelim,
Tanwm (X Zx) ve (1Y) -l-u,oolojfk viaylor olsun, Eqe;; afogdok fsort{or
Sa'j\agan £: Zx9 %y birebir Vreine hir fPan)s‘ijm vorsa Xve fye %
1zomorfik denle,
) fid)=8 ve £x)=Y,
2) WU, €Tx Toin £ou,nth) = Fluyntw)
3) Un€Zx Tein FLUUL)= UFIW).-
e fopolo) (b Tromerfiam danin
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